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1. Uvod

Tato prace vznikla jako semestralni projekt na Fakulté elektrotechnické
Ceského vysokého uéeni technického v Praze.

Jejim smyslem je ukézat moznosti numerické simulace gravitacnich
ekvipotencial na systémech dvojhvézd a takovou simulaci naprogramovat
v programovacim jazyce Pascal.

Prace ma slouzit piredevsim k simulacim soustav dvojhvézd pro studijni
ucely a jako podklad pro zpracovani problému soustav dvojhvézd ve vysSich
programovacich jazycich, predev§im v jazyku Java s moZnosti nasledného

spusténi v prostiedi Internetu.



2. Teoretické zpracovani

2.1. Soustavy dvojhvézd

Dvojhvézda je soustava dvou hvézd vzajemné gravitatné svazanych

dana souctem gravitacnich energii od jednotlivych hvézd a rota¢ni energie.
mM mM., 1
W,=-G L-G—2+—mr’a’ (1)
2
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Vyznam pouzitych symboli je ziejmy z nasledujiciho obrazku. Vsechny

vztahy jsou odvozovany v soustavé rotujici spole¢né s obéma hvézdami kolem

2.2. Odvozeni funkce potencialu

GravitaCni potencial @ odvodime zpodilu energie W, (viz. (1))

a hmotnosti m.

2
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Z tretiho Keplerova zakona vyjadiime thlovou rychlost w

» G
F:H(Mf"Mz)
7= 4107
G(M, +M,)
4 GM,+M,)
W= T2 1}’3 2

Z Pythagorovy véty odvodime vztahy pro vzdalenosti 7 a r,.
r ==y
Oboje dosadime zpét do vztahu pro potencial @.

GM GM, . G(M,+M,)

P(x,y) ==

1 -
Ve Y )ty 2r

2.3. Hillovy ekvipotencialy

Rocheovy ekvipotencidly, jez hleddme, jsou popsany rovnici

P(x, y) = konst.

()

4)

()

(6)

Jeji feSeni jsem ve své praci hledal dvéma zplisoby, Newtonovou metodou

a metodou Runge — Kutta, jejichz popis nasleduje.

2.3.1. Newtonova metoda

Z funk¢niho predpisu funkce @ (viz. (5)) vyjadiime normélovy vektor 7

a dale te¢ny vektor 7.

(7)

(8)



Z tecného vektoru pak mlZeme vyjadiit vztahy pro piirdstek

ekvipotencialy v obou soutadnicich x 1 y.

de __0®

dt dy ©)
dy _0®

dt Ox

Pti znalosti soufadnic bodu [x,,y,] pak miZeme soufadnice nasledujiciho

bodu [x,+1,V,+1] vypoéitat ze vztahu.

X=X, +@ WAYs
dt|, (10)
=y, + Y oy
yn+1 yn dt )
Tedy plati, Ze
X, =X, _o® FAY;
0y
! (11)
yn+1 = yn + aﬁ mt
Ox |,
2.3.2. Metoda Runge — Kutta
Oznacime
0P
f(xa y) = _a_
g (12)
0P
g(xa y) -
0x



V kazdém bodé¢ [x,,y,] potom ur¢ime sadu konstant K a L:
Kl = f(xn’yn)
Ll = g(xn’yn)
K L
KZ = f(xn + jAthyn + EIAZL)

K L
LZ :g(‘xn +_1At9yn +_1At)

2 2

¥ / (13)
Ky =f(x, +72At,yn +72Af)

K L
L, =g(x, + =20y, + 2Nt
3 g( n 2 yn 2 )
K, =f(x, + KAy, + L;Ar)
L,=g(x, + KAt y, + L,Ar)
Z nich pak vypocteme soutadnice bodu [x,+1,,+1] pomoci vztaht
% =, (K, 2K, 42K, K

| (14)
Vo=V, +g(L1 +2L, +2L, + L,)At

2.3.3.  Casovani

V obou vyse uvedenych metodach vystupuje jako jediny volitelny
parametr Casovy krok At Pravé jeho volbou tedy miZeme ovlivnit charakter
ziskanych vysledkl 1 vlastnosti celého algoritmu. Pfili§ mala hodnota 4r mam
poskytne velmi piesné vysledky, ale cely vypocet miize zpomalit pod inosnou
mez, naopak velka hodnota kroku Af ndm zajisti sviZznost celého vypoctu, avSak
za cenu neunosné velké numerické chyby.

Z vyse uveden¢ho je zfejme, Ze spravnd volba hodnoty At miize zcela
zdsadnim zplisobem ovlivnit rychlost i pfesnost celého algoritmu. Protoze
ktivost Hilolovych kiivek se bod od bodu méni, ukéazalo se, ze pokud by méla
byt pouzita takova fixni hodnota parametru 4, aby vypocet bézel s dostate¢nou

presnosti, bude tak mald, Ze vypocet pobcézi velmi pomalu. Proto jsem se



o 24

ale v kone¢ném hodnoceni je pti zachovani pozadované ptesnosti rychlejsi.

2.34. Metoda dynamického kroku

Princip metody spociva v tom, Ze algoritmus sam rozhodne, jak velky je
potieba zvolit krok At pro zachovani dané piesnosti. Pokud je pocitana kiivka
velmi kiiva, algoritmus sam zjemni krok tak, aby splnil pozadovanou relativni
pfesnost a naopak pokud se vypocet pohybuje v mistech s malou kiivosti, je
krok volen vétsi a vypocet tedy béZi rychleji.
[, 1]

[x,,0,]

[XoY0

7 daného vychoziho bodu o soutadnicich [xy,)y] vypoéteme nasledujicim

zpusobem dva body [x;,y1] a [x2,)2]. Bod [x,,)2] jako nejblizsi dalsi bod se
zvolenym krokem 4¢ a bod [x1,);] jako druhy nejblizs$i bod s krokem % To

znamena, Ze bychom méli ziskat dva téméi shodné body, protoze zatimco
v prvnim ptipadé jsme se posunuli o jeden krok s délkou 4¢, v druhém piipade
jsme se posunuli o dva kroky polovicni délky.

Tedy plati-li

xn+l :f('xn9yn ’At)

(15)
Vo = 8(x,,¥,,08)



pak plati

X, = f(xy,,,08)
Vs =g(x0,y0,At)

= £ (oS g o,yo,A;) A;) (16)
= 9/ (oo 835 )

Mezi takto vypocitanymi body [x;,11] a [x2,2] @ bodem [x(,y0] definujeme

vzdalenosti 7 a r,, z nichz potom vypoc¢teme relativni chybu O.

:\/(xz _xl)z +(y2 _yl)z
rzz\/(xz_xo)z"'(yz_yo)z (17)

_h

I"2
Takto vypoctenou relativni chybu pak porovndme se zvolenym
toleran¢nim schématem [ 9,,i,, Opax]-
Pokud plati d,;,, <0 < O, pokracujeme vypoctem zbodu [x,,y,] pii
zachovani velikosti kroku 4.
Pokud plati 0 < 9, zvétsime velikost kroku At na 2[Ar a vypocet

opakujeme v bodé [xy,)].
. A
Pokud plati d,,, <O zmenSime velikost kroku 4 na Eta vypocet

opakujeme v bod¢€ [xo,)0].
Timto postupem je zajiSténo, Ze vypocet pob&zi maximdlni moznou

rychlosti pii zachovani daného toleran¢niho schématu.



3. Implementace algoritmi a programové zpracovani
v jazyce PASCAL

3.1. Volba metody a porovnani jednotlivych algoritmu

Pti psani programu jsem byl postaven pfed vybér metody pro numerické
jadro programu. Pocatecni volba byla velice jednoduché. Z moznych metod je
nejjednodussi a nejsnaze pouzitelnd Newtonova metoda (viz. 2.3.1), nebot’ jeji
princip je naprosto ziejmy a jeji spravny béh véetné mezivysledku je tedy velice
snadno kontrolovatelny.

Po naprogramovani se vSak ukdzalo, ze pokud ma metoda poskytovat
dostate¢né piesné vysledky, je potieba pouzit velmi maly krok A¢ fadu 10° az
10°°. Takto maly krok ale velmi zpomaluje béh programu a v praxi je jen obtizné
pouzitelny.

Proto jsem upustil od realizace Newtonovou metodou a zvolil metodu
Runge — Kutha (viz. kap. 2.3.2), ktera sice neni tak jednoducha a piehledna, ale
poskytuje mnohem piesné¢jsi vysledky 1 pro fadove vétsi krok Ar. Protoze kiivost
jednotlivych vykreslovanych kiivek se vyrazné méni nejen pro jednotlivé
ekvipotencialy, ale 1 pro rizné body jedné kiivky, ukazalo se jako nutnost
doplnit tuto metodu jest¢ dynamickym casovanim (viz. kap. 2.3.4). Takto
naprogramované jadro se ukazalo jako velice rychlé 1 pfi zachovani pozadované
presnosti. Jedinym volitelnym parametrem takovéhoto algoritmu pak zlstava
toleranéni schéma pro povolenou relativni chybu, které jsem nakonec volil

zkusmo a jehoz hodnoty jsem ponechal na J,,, = 10*a d,,.=107>

3.2. Konstrukce ekvipotencialy

Kazdou ekvipotencidlu miizeme konstruovat zlibovolného bodu
v prostoru, ktery oznacime soufadnicemi [x,)]. Pomoci vySe uvedeného

postupu napocitame dalsi bod kiivky a posuneme se do n¢ho. Tento postup



opakujeme tak dlouho, dokud nevykreslime celou kiivku. Protoze vSak neni
mozné uvazovat konec vykreslovani jako néavrat zpét do bodu [xo,)0], je tteba

konec vykreslovani detekovat né¢jakym jinym vhodnym zplsobem.

3.2.1. Problém detekce ,,konce*
Jako nejvhodnéjsi postup pro rozpoznéani konce vykreslovani se ukézala

postupna detekce vykresleného thlu.

[Xn+17yn+1]

[x,.]

Kartézské soufadnice kazdého napocitaného bodu [x,:1,y,+1] jsou
pifevedeny do polarnich soutadnic [r,:;,@,+1]. Z takto ziskanych soutadnic

a znalosti soufadnic minulého bodu se vypoc¢te zména v thlu
A¢n+1 = ¢n+1 - ¢n (1 8)

Takto ziskané hodnoty A¢,.; se postupné s¢itaji a vykreslovani se zastavi

ve chvili, kdy
> A, z2m (19)

Z uvedeného je ziejmé, ze hodnoty soutfadnice 7, nejsou pro vypocet nutné
a v praxi proto mizeme jejich vypocet vynechat.

Spravna funkce vySe popsané¢ho postupu vsak ke svoji Cinnosti vyZzaduje
vhodn¢ definovany thel @,, resp. vhodné zvoleny pocatek soutradnic pro jeho
vypocet. Pro ten musi platit, Ze vedeme-li zného poloptimku libovolnym
smérem, kreslenou ekvipotencidlu protneme pravé jednou. Rozborem tohoto
pozadavku snadno zjistime, Ze pii vypoc€tu thlu musime dodrZet nasledujici

pravidla:



1) Pokud vykresluyjeme nékterou ekvipotencialu lezici od jednoho
zbodl M,, M, blize nez Rocheova ekvipotencidla (prochazi vnitinim
Lagrangeovym bodem soustavy), volime pocatek soustavy soufadnic
do toho zbodld M, M,, jemuz je kreslend ekvipotencidla blize nez
Rocheova kiivka.

2) Pokud vykreslujeme nékterou ekvipotencidlu lezici od obou bodl
M,, M, dale nez Rocheova ekvipotencidla, volime pocatek sourednic

do vnitiniho Lagrangeova bodu soustavy M;,M,.

Problém detekce ,konce* se tak redukuje na kol rozpoznéni, kterou
ekvipotencidlu budeme vykreslovat, resp. kterd ekvipotencidla prochazi
zvolenym pocate¢nim bodem [xo,)y].

Protoze vime, Ze plati (viz. obr.)

P <P, <P, (20)
sta¢i pfed =zapocCetim vykreslovani vypocitat hodnotu potencialu
v poc¢atecnim bode¢ [x(,10] a porovnat ji s hodnotou gravita¢niho potencialu @, ve

vnitinim Lagrangeové bod¢ soustavy [x;,0]. Soufadnici x; vypocteme snadno

-10 -



z pozadavku rovnosti potencialu od obou téles soustavy M;, M,

M M,

-G—=-G (21)
X, (r X )2
Po upravach dostaneme
1

X, = EI" ]\41 = ]\42
(22)

_M, - yM M, M 2M

XL = r 1 2

M —-M

3.3. Popis nékterych dilezitych procedur a funkci programu

3.3.1.  Seznam pouZitych proménnych a konstant
Proménné deklarované v ¢asti Const jsou takzvané proménné
s poCatecni hodnotou, to znamend, ze se jednd o klasickou proménnou jejiz

hodnota je pied spuSténim programu nastavena na hodnotu uvedenou

za znakem =.
const nml:real = 1; {hnot nost 1. hvezdy}
n2:real = 1, {hnot nost 1. hvezdy}
m:real = 0.2; {cetnost pruseci ku s x}
var maxx, maxy:integer; {promenne pro grafiku}
xasp, yasp: wor d; {pronmenne pro grafiku}
i,],k:integer; {promenne pro cykly}
a, b:integer; {sour adni ce bodu na obrazovce}
X, Y, X0, y0, ol dx, ol dy: real ; {sour adni ce akt ual ni ho
bodu, souradnice prvni ho bodu a souradni ce m nul eho
bodu}
Fi,FiO,Fi _old:real; {uhel k aktual ni mu, prvninu
a m nul enmu bodu}
psi 0: real ; {potencial ve vnitrnimL. bode}
ri:real; {x souradnice vnitriho L. bodu}
t:real; {kr ok}
gl, q2: real; {nor novane hnot nosti}
tl:integer; {stav tlacitka nysi}

text:string;
ch: char;

-11 -



3.3.2.  Procedura Vstupy

Procedura Vstupy umoznuje zadat hmotnosti obou hvézd soustavy M, M,
a dale parametr ur€ujici hustotu vykresleni zakladnich ekvipotencial.

Jednotlivé hodnoty se zadéavaji po kliknuti mySi na pfislusné okénko
z klavesnice, vstup je potieba potvrdit stiskem kldvesy Enter. DalSi b¢h
programu, tedy vypocet ekvipotencial, se pak spusti kliknutim na ikonu OK.

Hodnoty hmotnosti M; a M, jsou pak jesté pied spuSténim vypoctl
normovany (viz. kapitola 3.3.3. Procedura Normovani).

Program neumoziiuje zadat jako parametr pro vypocet vzdalenost hvézd r,
ale implicitné€ uvazuje jeji hodnotu » =1, nebot’ ta nijak kvalitativné neovliviiuje
tvar gravitacnich ekvipotencial, ur€uje pouze métitko zobrazeni a pro simulaci

tedy neni dilezita.

3.3.3. Procedura Normovani

Procedura Normovani slouzi k znormovani zadanych hmotnosti M;, M,
pfed spusténim vypoctu gravitacnich ekvipotencial. Hmotnosti jsou normovany
tak, aby byl zachovén jejich vzajemny pomér a hodnota vétsi z nich byla rovna
jedné. Normované hodnoty hmotnosti jsou uloZeny do proménnych ¢, a g,.

Vztahy pro normovéani lze snadno odvodit z vySe uvedenych pravidel:

q,=1 qg,=—= M z2M,
(23)

%zﬁl q, =1 M, <M,

procedur e nornovani ;
{nornuje hnotnosti; vetsi hnotnost znornuje k 1, zachova
porer }
begi n;
i f ml>=n? then
begi n
g2: =R/ m;
gql: =1,
end
el se
begi n
gl: =ml/ n2;

-12 -



g2: =1,
end;
end;

3.3.4.  Funkce Potencial
Funkce Potencial vraci hodnotu gravitatniho potencidlu v bodé
o soutadnicich [x,y].

function potencial (x,y:real):real;
{vraci hodnotu potencialu v paranetru}
var denoni, denon®: real ;
begi n;

denomil: =sqrt (sqr(x)+sqr(y));

denon®: =sqrt (sqr(x-1) +sqr(y));

pot enci al : =q1/ denonil+g2/ denon?;
end;

3.3.5. Funkce Uhel
Funkce vraci thel jako polarni soufadnici bodu zadan¢ho kartézskymi
soufadnicemi [x,y]. Pocatek polarnich soufadnic je nastaven do bodu podle

diskuse v kap. 3.2.1. Problém detekce ,,konce®.

function uhel (x,y:real):real;
{vraci uhel osa x - bod[Xx,y]}

begi n;
if potencial (x,y)<psiO then x:=x-r1l
el se
if x>r1 then x:=x-1;
if x>0 then
if y>=0 then uhel:= arctan(y/x)
el se uhel : = 2*Pi + arctan(y/x);
i f x<0 then
if y>=0 then uhel:= Pi + arctan(y/x)
el se uhel := Pi + arctan(y/Xx);
i f x=0 then

if y>0 then uhel:=Pi/2
el se uhel : =3*Pi / 2;
end;

3.3.6.  Funkce DeltaFi
Funkce vraci rozdil hodnoty uhlové soutadnice bodi [x,,y,] a [X,+1,Vn+1]-
Podmince If .. Then je oSetfena spravnd funkce pro ptipad, ze bod [x,+1,y,+1] leZi

nad osou x, ale pifedchozi bod leZzi jesté pod osou x.

-13 -



function DeltaFi (Fi,Fi _old:real):real;
{napocita rozdil uhlu v paranetru}

begi n;
if (Fi<(Pi/2)) and (Fi _old>(3*Pi/2))
t hen
Del taFi:=((2*Pi)-Fi _old)+Fi
el se

Del t aFi : =Fi - Fi _ol d;
end;

3.3.7.  Funkce Lbod
Vypocte hodnotu soufadnice x; vnitinitho Lagrangeova bodu soustavy

M, M,. Odvozeni viz. kap. 3.2.1. Problém detekce ,,konce®.

function LBod(ql,qg2:real):real;
{vraci x souradnici vnitrniho Lagrangeova bodu soustavy}
begi n;
if gl=g2 then LBod:=1/2
el se LBod: =(qgl-sqrt(ql*qg2))/(ql-q2);
end;

3.3.8. Procedura Next XY

Procedura slouzi k vypoctu soutfadnic dal§iho bodu vykreslované
ekvipotencialy ze zadanych soufadnic [x,,,]. K vypo¢tu soutadnic dalSiho bodu
vyuziva metody Runge-Kutha 4. fddu (implementovédna ve funkcich Next X a

Next Y) s dynamickym casem (implementovan zde). Tolerancni schéma pro

relativni chybu je nastaveno na rozsah 107 >Jd>10"". Popis metod viz

kap.2.3.2a2.3.4.

procedur e next _Xxy;
var x1,y1,x2,y2,r,r0, chyba:real
begi n;
r epeat
x2: =next _x(x,y,t);
y2: =next _y(x,y,t);
x1:=next _x(x,y,t/2);
yl: =next _y(x,y,t/2);
x1:=next x(x1,yl1,t/2);
yl: =next _y(x1,yl,t/2);
ro: =sqrt(sqr(x2-x)+sqr(y2-y));
r:=sqrt(sqr(x2-x1)+sqr(y2-yl));
chyba: =r/rO0;
i f chyba>le-2 then t:=t/2;
i f chyba<le-4 then t:=2*t;
until (chyba>=le-4) and (chyba<=le-2);

-14 -



X: =X2:
y:=y2;
end;

3.3.9. Procedura One_Line

Procedura vykresli celou gravitaéni ekvipotencidlu prochazejici zadanym
bodem [x,y]. Vykreslovani je tfeba provadét piikazem Li neTo, nikoli
Put Pi xel . Jen tak je mozno zajistit, Ze vznikne uzaviena kiivka i pfi vétsich
vzdalenostech jednotlivych bodl. Stejné tak je tieba zajistit spojeni prvniho

a posledniho bodu kiivky. Z vySe uvedeného vyplyva, Ze pii vykreslovani

ekvipotencialy je tieba, aby program dodrzel nasledujici postup:

1) Ulozi soufadnice vychoziho bodu [x,y] do proménnych x0 a 0.

2) Nastavi graficky kurzor na soufadnice [x0, y0]

3) Vypocte a postupné pospojuje vSechny dalsi bodu ekvipotencialy.

4) Spoji posledni bod ekvipotencidly s vychozim bodem [x0, y0].

procedure One_Li ne;

{vykresli ekvipotencialu prochazeji ci

begi n;

t:=0.5;

x0: =x; yO0: =y,

Fi 0: =0;

Fi : =uhel (X, Yy);

conver se;

novet o( a, b) ;

r epeat
conver se;
lineto(a,b);
Fi_ol d: =Fi
next xy;

Fi : =uhel (x,Yy);
Fi 0: =Fi O+Del taFi (Fi, Fi _ol d);

until Fi 0>2*Pi ;

X: =x0;

y:=yO0;

conver se;

lineto(a,b);
end;

-15 -
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3.3.10. Procedura Basic Lines

Procedura slouzi k vykresleni zdkladnich ekvipotencidlnich kiivek
v soustavé M, M,. Jejich hustotu Ize volit zménou zadaveného parametru. Po
vykresleni pfeddefinovanych ekvipotencidl program poskytuje uzivateli moznost

vybrat kliknutim mysi libovolny bod, v némz vykresli dalsi ekvipotencialu.
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4. Zavér

Na piedchazejicich strankach jsem se pokusil ukézat moznosti pocitacové
simulace gravitacnich ekvipotencial v systémech dvojhvézd, shrnout jednotlivé
moznosti postupu a diskutovat jejich vyhody a nevyhody.

V pribéhu prace se vyskytlo nékolik piekazek, které se podatilo pomérné
dobfe odstranit a na které je v praci upozoriiovano, takze by piti dalSim
zpracovani tématu a ptipadném aplikovani pouzitych postuplt ve vysSich

Program Hill.exe, ktery vznikl v rdmci této prace, umoziuje po zadani
patficnych parametri vykresleni nékolika zakladnich gravitacnich ekvipotencial
tak, aby poskytly co moznd nejnazorn€jsi ndhled na rozloZeni intenzity
gravitacniho pole v dané soustavé a dale umoziuje po volbé kliknutim mysi vést

ekvipotencialu libovolnym zvolenym bodem dané soustavy.
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