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2.4.4 Periodicky potencial a pasové spektrum

Velmi casty je také pohyb castic v nelokalizovaném potencialu, naptiklad v periodic-
kém potencialu krystalické mfize, ktery spliuje zakladni podminku

Vix+a)=V(x), (2.105)

kde a je perioda potencialu. K pochopeni zakladnich vlastnosti periodického potencialu
postaci tesit ptipad nekonecné posloupnosti stiidajicich se jam a bariér. Tento prib&h
potencialu se nazyva Kronigv-Penneytiv model. Poprvé ho pouzili némecko-americky
fyzik Ralph Kronig a anglicky matematik William Penney. Budeme ptedpokladat, Zze
vySka opakujicich se bariér je Vy, jejich Sitka L a periodicita a.
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Obr. 73: Kronigtv-Penneylv model krystalu s periodickym potencidlem.

Kronigtv-Penneytiv model
Kvalitativni charakter spektra nezavisi na $ifce jednotlivych bariér. Budeme je deformo-
vat tak, aby zlstala zachovana jejich plocha, tj. provedeme limitu L — 0, Vj — o, tak,
aby se soucin LV, neménil. Tim ziskdme potencial sloZzeny z nekone¢né fady Diraco-
vych impulzt a na kazdé bariéfe postaci jedno jediné navazani vinové funkce. Budeme
tedy mit potencial
n=+0
V(x)=LVy . 5(x-na), (2.106)

n=—oo
pro ktery snadno nalezneme feSeni na intervalu (na—a, na), kde je potencial nulovy:
v, (x) = A, cos[k(x—na)]+ B, sin[k(x —na)];
v, (x) =—A,ksin[k(x —na)]+ B,k cos[k(x —na)]; (2.107)

k=2mE/M®; n=0,+1,42...

Argument kmitavého feSeni je vzdy posunut do lokalniho pocatku v misté kazdého
Diracova impulzu, takze sinus zacina u kazdé bariéry od nuly a kosinus od jednotky. Pti
navazovani vlnovych funkci vyuzijeme tfi podminky. Samotna vinova funkce bude
spojita, prvni derivace bude mit skok (jde o Diraciiv impulz) a periodicita potencidlu
povede na periodicitu hustoty pravdépodobnosti. Rozepi§me nyni tyto tfi podminky pro
navazani na n-tém Diracové impulzu (resp. na n-té infinitezimalni bariéte):
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1. spojitost vinové funkce

Na kazdé bariéfe musime predpokladat spojitost vinové funkce. Kdyby byla nespojita,
prvni derivace by dala distribuci a druha derivace obsazena ve Schrodingerové rovnici
by byla derivaci distribuce, kterou by nebylo mozné zadnym dal§im ¢lenem kompenzo-
vat. Musi tedy platit:

W (10) = /1 (na) (2.108)
Odsud dostaneme prvni z vySe zminénych tii podminek:
> 4, = A, cos(ka) — B, sin(ka) . (2.109)

2. Skok v prvni derivaci
Napisme Schrodingerovu rovnici v nasi situaci

2
—;l—ml//”-f-V(x)l//:El//. (2.110)

Rovnici budeme integrovat v g-okoli n-t¢ho Diracova impulzu:

hz na+é& na+é& na+ée&
- w"(x)dx+ j S(x—na)y(x)dx = j Ey(x)dx.
mnafg na—¢& na—&

Prostfedni integral 1ze spocitat vzhledem k pfitomnosti Diracovy distribuce velmi snad-
no. V ostatnich provedeme limitni pfechod ¢ — 0. Integral na pravé stran¢ da diky spo-
jitosti y nulu a levy integral piislusny skok:

—— lim [y 4y, (na) =0,

na—¢&

odsud plyne podminka pro skok prvni derivace w na n-tém Diracové impulzu

e :
W (1) =y (1) v (na) = 0. @111

Po dosazeni feseni (2.107) mame druhou podminku:
2mL VO

> A,y sin(ka)+ B, cos(ka)— B, = 5
kh

4,. (2.112)
3. Periodicita
Z periodicity potencialu (2.105) plyne periodicita hustoty pravdépodobnosti
wix+a)=w(x);  wx) =y (@O p). (2.113)
Odsud je jasné, ze pro vlnovou funkci musi platit
w(x+a)=e?y(x), (2.114)
kde ¢ je n&jaké fazové posunuti. Pro naSe konstanty potom plyne:

> B, =¢?B ; A4,,=¢%4,. (2.115)
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Nyni dosadime (2.115) do podminek (2.109) a (2.112). Tim ziskdme soustavu rovnic
pro nezndmé konstanty 4, a B,;:

ei¢coska—l, —¢'? sinka 4,
ei¢sinka—§, e'? coska—1)\ Bn

2mLY,
=0; =0 @116
kh

Nenulové feseni ziskame jen tehdy, pokud bude determinant soustavy nulovy, coz vede
na podminku:
sinka _mLal

| cos¢ =coska+ A ; A= . (2.117)
ka K2

Pravé strana této podminky musi byt z intervalu <—1, 1>, jinak thel ¢ na levé strané
nelze nalézt a feSeni neexistuje. Vysledkem jsou pasy, ve kterych se ¢astice pohybovat
mize, a zakazané pasy, ve kterych feSeni neexistuje, tj. ¢astice s takovou energii se
v periodickém potencialu nemtze vyskytovat. Pfipomenime si, Zze vinovy vektor k je
v podmince (2.117) provazan s energii podle vztahu (2.107), tj. plati k = 2mE/h?2.
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coska+ A

a

+1

ka

-1

Obr. 74: V grafu je vynesena prava strana podminky (2.117). Tam, kde je kfivka mimo
interval <—1,1>, feSeni neexistuje a na grafu je Sedou barvou oznacen zakazany pas.

Zakazané pasy jsou typické v krystalovych mfizich, v polovodicich, ale tfeba i v perio-
dickych strukturach motylich kiidel, kde zpisobuji zajimavé, jakoby nepfirozené barvy.

Brillouinova z6na
Pfedstavme si nyni tfirozmérnou periodicitu krystalické miize, ktera se opakuje pii
kazdém posunuti o vektor A

> A:}’llal+}’l232 +n3as, nl,nz,n3:1,2,3... (2118)

kde a;, a,, a3 jsou tfi linedrné nezavislé vektory (nelezi ve stejné roving€). Objem
elementarni buiiky je dan objemem rovnobé&znosténu natazeného na zakladni vektory
miiZe, tj.

Vz =a;-(ay xa3)|. (2.119)
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Potencial musi splitovat podminku periodicity
Vir)y=V(r+A). (2.120)

Periodicita mfize se samoziejmé pfenasi i na hybnost pohybujici se Castice, ktera se pri
pruletu miizi také periodicky méni. Hybnost je vzdy provazana s vinovym vektorem, tj.

p=7k. (2.121)

V k-prostoru, do kterého se pfeneseme Fourierovou transformaci, bude periodicita zna-
menat jednoduchou podminku na rovinnou vinu

KA = lk+G)A g (2.122)
¢A=1; = G-A=2Nz; N=123... (2.123)
Periodicita v k-prostoru je tedy G, pro energii bude naptiklad platit
> E(k+G)=E(K). (2.124)
Vektor G definuje tzv. reciprokou miiz v k-prostoru
> G =myg +myg, + 138y ; my,my,my =1,2,3... (2.125)

Vektory g; jsou linedrné nezavislé (nelezi v rovin€) a definuji reciprokou miiz. Jejich
rozmér je m-1. Ze vztahu (2.123) plyne, Ze zakladni vektory reciproké miize jsou

32 ><a3 .

a;xa a;xa
=2r ; =732, =2712"2 2.126
81 v, g2 v, 22 v, ( )
Mezi vektory a;, pivodni mfiZe a g; reciproké miize plati jednoduchy vztah
ak ‘gl = 2”5/61 . (2127)

V reciproké mftizi bude veSkera informace obsazena v zakladni buiice, kterou nazyvame
Brillouinova zona. Jejim nekone¢nym opakovanim zrekonstruujeme cely k-prostor. Na
hranici Brillouinovych zén se veli¢iny mohou meénit skokem. Objem Brillouinovy zony
je dan objemem rovnobéznosténu natazené¢ho na zakladni vektory mftize, tj.

Vg =g - (82 %83)|- (2.128)

Koncept Brillouinovych zén byl vytvoren z

francouzskym fyzikem Léonem Brilloui-

nem (1889-1969) a stal se neodmyslitel-

nou soucasti dnesni teorie pevnych latek

a zejména polovodi¢ti. Reseni v k-prosto-

ru je mnohdy jednodussi a usnadni praci.

My jsme se zde seznamili jen s tzv. prvni

Brillouinovou zoénou. Jejim opakovanim y
mizeme vytvaret dalsi Brillouinovy zony.

ReSeni Schrédingerovy rovnice v tiiroz-

mérném periodickém potencialu krystalu

jde za ramec této uvodni ucebnice kvanto-

vé mechaniky a ¢tenat ho nalezne ve spe- Obr. 75: Brillouinova zéna plo$né
cializovanych knihach, viz napt. [23, 24]. centrované kubické soustavy.
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2.4.5 Neutron v tihovém poli

Gravitacni interakce je nejslabsi ze vSech Ctyt interakcei v piirod€. Snadno ji detekujeme
u planet, hvézd a galaxii, ale dlouho se zdélo, ze ptipadné gravitacni projevy elementar-
nich Castic jsou zcela mimo nase méfici moznosti. V roce 2011 se podafilo tymu
z Videnské univerzity zméfit detekovat kvantové stavy neutronu v tthovém poli. Poprvé
tak byly experimentalné pozorovany gravitaéni projevy elementarni ¢astice.

Uvazujme ¢astici pohybujici se v homogennim tihovém poli. Pohyb castice je zdola
omezen tvrdou podlozkou. Jde o kvantovou analogii ping-pongu, kdy micek mize po-
skakovat na stole, ale nemtize se dostat pod jeho desku. Situace je nakreslena na ob-
razku 76. Klasicky pohyb ¢astice je omezen zdola deskou stolu a shora maximalni vys-
kou, ktera je dana celkovou energii ¢astice £ = 2muv2+mgy. Z hlediska kvantové teorie
jde o nekonecnou trojuhelnikovou jamu, ve které ma castice diskrétni energetické stavy.

0 y
Obr. 76: Kvantovy pingpong.

Potencialni energie nasi lohy ma tvar
w;  y<0,

(2.129)
mgy; y>0.

> Yy = {

Schrédingerovu rovnici budeme fesit v oblasti y > 0 a budeme pozadovat, aby w(0) = 0.
Samotna rovnice ma tvar

n* d?
> 28V ey = Ey. (2.130)

Rovnici Ize Fesit obdobnym postupem jako harmonicky oscilator v x reprezentaci. Nej-
prve zavedeme bezrozmérny argument vinové funkce:

dy _ E 2
—_Vzl—yl//+/1w=0; y=X; 2= s Yo=3
dy Yo mg Yo 2m°g

(2.131)

Vlastni ¢islo 4 je ve skuteCnosti bezrozmérnou energii. Proménnou y jesté posuneme
podle predpisu

E=y-1 (2.132)
a vysledna rovnice bude
> v'-ly=0; '=d/dé. (2.133)

Jde o Airiho rovnici, jejimz feSenim jsou Airiho funkce Ai(¢) a Bi(¢), viz naptiklad [25],
[26]. Ob¢ funkce lze definovat za pomoci fady, pomoci Besselovych funkci nebo
pomoci integralniho vyjadreni:
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Ai(€) = %Tcos(ﬁ/?, 4 gt)dz :

0 (2.134)

Bi(&) = [exp(—t3/3 +&t)sin( 3+ gr)} dr

1
T

oS — 8

Funkce Bi(¢) pro velka & diverguje a neni integrovatelna, proto je feSenim ulohy

w($)=Ai(g). (2.135)

Okrajova podminka w(&) = 0 vede na numerické hledani nulovych bodu Airiho funkce
atim na kvantovani energie, kterd je v argumentu Airiho funkce, nebot’ & = y—A(E).
Hodnoty prvnich péti energetickych stavii spolu s hustotou pravdépodobnosti vyskytu
¢astice jsou na obrazku:

E
=

y

30

20

10 i

1,41 2,46 3,32 409 478 E(peV)

Obr. 77: Kvantovy micek v tihovém poli. Na vodorovné ose je energie micku, vyznaceny jsou
pripustné energetické stavy v kvantové teorii. Na svislé ose je vyska nad podlozkou. Pferusova-
nou ¢arou je znazornéna vyska, které by poskakujici micek s danou energii dosahl v klasické
mechanice. Sedé je vyznadena kvantova pravdépodobnost vyskytu mic¢ku (jeji hodnota nardsta
smérem doprava).

Kvantovy pingpong s neutronem

Experimenty s tihovym polem pisobicim na elementarni ¢éstice provadéla skupina
védcl pod vedenim profesora Hartmuta Abeleho z Videnské technické univerzity [27].
Soucasti skupiny byli i védci z Laueho-Langevinova tstavu v Grenoblu (ILL, Institute
Laue-Langevin), kde byly experimenty fyzicky provadény. Jako testovaci micek po-
slouzil neutron, ktery je minimalné ovliviiovan vSudypiitomnymi elektromagnetickymi
silami. Neutron je velmi obtizné polarizovatelny, takze na ného nepilisobi ani rizné
dipolovée sily, jako je napiiklad van der Waalsova sila. Neutron mé pro experimenty
s gravitaci dostatecnou Zivotnost, jeho polocas rozpadu je pres 800 sekund. K experi-
mentim byl pouzit zdroj ultrachladnych neutrond s velmi nizkou energii. Jediné u tako-
vych ¢astic bylo mozné méfit kvantové stavy neutronu v tthovém poli. Proto byl pouzit
zdroj neutront z Laueho-Langevinova ustavu v Grenoblu, ktery vytvati neutrony s ener-
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gii niz8i nez 300 neV (nanoelektronvoltd), tomu odpovida teplota nizsi nez 2 mK (mili-
kelviny) a rychlost nizsi nez 15 m/s.

Pokud poskakuje na stole mi¢ek, mtize se dostat do libovolné vysky dané jeho cel-
kovou energii. Kvantovy mic¢ek v tthovém poli se nachdzi jen v urcitych energetickych
stavech danych nas$im feSenim Schrédingerovy rovnice. Kvantovy micek vystoupa jen
do uréitych vysek danych moznymi energetickymi stavy. Nejnizsi energeticky stav pro
poskakujici micek je 1,41 peV (pikoelektronvolt), druhy 2,46 peV, tieti 3,32 peV atd.
Pro normalni pinpongovy micek jsou tyto stavy neméfitelné, pro ultrachladné neutrony
je mozné takové stavy detekovat. Pravdépodobnost vyskytu mi¢ku v uréité vysce nad
podlozkou je dana kvadratem Airiho funkce.

Ultrachladné neutrony byly nasmérovany mezi dvé vodorovné desky. Spodni deska
slouzila jako podlozka, od které se neutron, pohybujici se v klasickém ptipadé po ob-
louku, mize odrazit. Horni deska byla pomocna a byla zkonstruovana tak, aby pohltila
neutrony, které se dostaly az do jeji vySky. Vzdalenost mezi deskami byla piiblizn¢ 20
az 25 mikrometrt, takze neutrony v prvnim a druhém kvantovém stavu mohly bez pro-
blémt prolétnout mezi deskami (nedoséhly vysky druhé desky). Chladné neutrony to ale
nemély tak jednoduché. Spodni deska totiz vibrovala fizenym zptisobem. Byla rozkmi-
tana za pomoci piezoelektrického jevu a jeji kmity byly pfesné kontrolovany za pomoci
laseru. Pokud deska vibrovala, zpusobila rezonanéni ptfeskok neutronii mezi prvnim
a tfetim energetickym stavem a vétSina neutroni mezi deskami neprolétla, protoze treti
energeticky stav znamend, Ze se neutron dostal az do vysky horni desky a byl ji absor-
bovan. Pokud dolni deska nevibrovala, vétSina neutronti mezi deskami prosla.

Historicky poprvé byly méfeny kvantové stavy Castice v gravitatnim poli a bylo
mozné tyto stavy zménit za pomoci vibrujici desticky. Tato rezonan¢ni metoda mize
mit zcela zasadni vliv na poznéni gravitacni interakce na malych meftitkach, kde dosud
chybéla jakakoli méfeni. Mame vysokou Sanci se dozveédét, jak gravitace funguje ve
sveéte elementdrnich Castic a zda se skutecnost odchyluje od Newtonovych a Einsteino-
vych ptedstav, ¢i nikoli.
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