
Legendreova transformace

Představme si situaci, ve které je veškerá informace o daném systému obsažena ve funkci

Y = Y (X) .

My bychom ale z jistých d̊uvod̊u potřebovali, aby namı́sto proměnné X byl systém popsán pomoćı

P ≡ dY (X)

dX
. (1)

Jako prvńı by nás mohlo napadnout zkusit z předchoźı rovnice vyjádřit X = X(P ) a dosadit do p̊uvodńı funkce:
Y = Y (X(P )). Tento krok ovšem neńı korektńı, protože při něm ztrat́ıme část informace. Demonstrujme si to na
následuj́ıćım př́ıkladu. Uvažujme funkci Y (X) danou předpisem

Y (X) = exp(X) . (2)

Na základě definice (1) pak můžeme psát

P =
dY (X)

dX
= exp(X) ,

což po dosazeńı do vztahu (2) vede na
Y (P ) = P . (3)

Co kdybychom se nyńı chtěli vrátit zpátky k p̊uvodńımu vyjádřeńı funkce Y ? Rovnost (3) lze za použit́ı definice
(1) přepsat do tvaru

Y (X) =
dY (X)

dX
.

Dostali jsme tak diferenciálńı rovnici, jej́ıž řešeńım je

Y (X) = exp(X − C) ,

což neńı p̊uvodńı funkce! (Jedná se o tvarově stejnou funkci, která je ovšem posunutá o libovolnou konstantu ve
směru osy X.) Ztratili jsme tedy část informace. Naštěst́ı existuje zp̊usob, jak nahradit p̊uvodńı funkci Y = Y (X)
jinou funkćı ψ = ψ(P ), kdy k této ztrátě nedojde → Legendreova transformace.

Geometricky funguje Legendreova transformace takto: standardně křivku Y = Y (X) chápeme jako množinu bod̊u
[X,Y (X)]. Alternativně však můžeme tuto křivku vyjádřit i jako množinu tečen v každém jej́ım bodě (lze ukázat,
že tento dualismus je jednoznačný). Každou z př́ıslušných tečen lze pak rovněž vyjádřit jako dvojici [P,ψ(P )], kde
ψ je pr̊useč́ık tečny s osou Y a P je jej́ı směrnice (v souladu s definićı (1)), viz Obr. 1.

Obrázek 1: Tečna ke grafu křivky Y (X)

Pro směrnici tečny můžeme psát

P =
dY

dX
=
Y − ψ

X
,

odkud lze vyjádřit
ψ = Y − PX . (4)

Taktovou funkci ψ(P ) budeme dále označovat jako Legendre̊uv obraz Y (X). Sepǐsme nyńı postup, jak źıskat
ψ = ψ(P ) ze znalosti Y = Y (x).



1. Na začátku máme Y = Y (X) .

2. Z definice (1) vyjádř́ıme P = P (X) a vztah invertujeme → X = X(P ).

3. Dle rovnice (4) pak dostaneme ψ(P ) = Y (X(P ))− PX(P ).

Vrat’me se nyńı k našemu p̊uvodńımu př́ıkladu, kdy Y (X) = exp(X). Podle druhého kroku vyjádř́ıme P = exp(X)
a následně invertujeme na X(P ) = ln(P ). Na základě kroku třet́ıho pak můžeme zapsat funkci ψ(P ) ve tvaru

ψ(P ) = P (1− ln(P )) .

V daľśı části textu ukážemne, jak lze ze znalosti funkce ψ(P ) zrekonstruovat p̊uvodńı funkci Y (X). Nejprve
poznamenejme, že podle vztahu (1) můžeme vyjádřit

dY = PdX . (5)

Diferencováńım vztahu (4) pak dostaneme

dψ = dY − PdX −XdP = −XdP ,

kde ve druhém kroku jsme využili rovnosti (5). Můžeme tedy psát

−X =
dψ(P )

dP
. (6)

Pro zpětné zrekonstruováńı funkce Y (X) vyjdeme opět z rovnice (4), kterou přeṕı̌seme do následuj́ıćıho tvaru:

Y = ψ + PX . (7)

Sepǐsme nyńı opět postup, jak provést inverzńı Legendreovu transformaci.

1. Vyjdeme ze znalosti ψ = ψ(P ).

2. Z rovnosti (6) vyjádř́ıme X = X(P ) a vztah invertujeme → P = P (X).

3. Dle rovnice (7) pak dostaneme Y (X) = ψ(P (X)) + P (X)X.

Vrat’me se naposledy k předchoźımu př́ıkladu, kdy jsme vyjádřili ψ(P ) = P (1− ln(P )). Na základě druhého kroku
vyjádř́ıme

−X =
dψ(P )

dP
= − ln(P ) → P = exp(X) .

Za použ́ıt́ı třet́ıho kroku pak dostaneme

Y (X) = exp(X)(1−X) + exp(X)X = exp(X) ,

což je přesně p̊uvodńı tvar funkce Y (X).

Sepǐsme nyńı źıskané poznatky přehledně do následuj́ıćı tabulky:

Legendreova transformace Inverzńı Legendreova transformace

Y = Y (X) ψ = ψ(P )

P (X) = dY (X)
dX → X = X(P ) −X(P ) = dψ(P )

dP → P = P (X)

ψ(P ) = Y (X(P ))− PX(P ) Y (X) = ψ(P (X)) + P (X)X

Tabulka 1: Legendreova transformace funkce jedné proměnné.

Legendreovu transformaci lze pak snadno zobecnit pro funkce v́ıce proměnných. Proces je přehledně sepsán v
následuj́ıćı tabulce:



Legendreova transformace Inverzńı Legendreova transformace

Y = Y (X1, . . . , Xn) ψ = ψ(P1, . . . , Pn)

Pk(X1, . . . , Xn) =
∂Y
∂Xk

→ Xk = Xk(P1, . . . , Pn) −Xk(P1, . . . , Pn) =
∂ψ
∂Pk

→ Pk = Pk(X1, . . . , Xn)

ψ(P1, . . . , Pn) = Y −
n∑
k=1

PkXk Y (X1, . . . , Xn) = ψ +
n∑
k=1

PkXk

Tabulka 2: Legendreova transformace funkce v́ıce proměnných.

Poznamenejme, že Legendreovu transformaci v př́ıpadě funkce v́ıce proměnných nemuśıme nutně použ́ıt na všechny
X1, . . . , Xn, ale na libovolnou podmnožinu z nich.

Přesuňme se nyńı do problematiky analytické mechaniky, kde je veškerá informace o systému obsažena v Lagran-
geově funkci

L = L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) .

Z mnoha teoretických i praktických d̊uvod̊u však preferujeme, aby byla funkce popisuj́ıćı námi studovaný systém
vyjádřena pomoćı zobecněných souřadnic a jim př́ısluš́ıćıch zobecněných hybnost́ı

pk =
∂L

∂q̇k
.

Za t́ımto účelem využijeme Legendreovu transformaci. Z předchoźıho vztahu máme

pk = pk(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t) .

Tento vztah dále invertujeme
q̇k = q̇k(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) .

Nakonec pak vyjádř́ıme Legendre̊uv obraz L jako

−H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) = L−
n∑
k=1

pkq̇k ,

kde funkci H nazýváme Hamiltonova funkce (hamiltonián). Důvod, proč jsme na levé straně zvolili znaménko −
je ten, že po převedeńı do tvaru

H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) =

n∑
k=1

pkq̇k − L

ihned vid́ıme, že Hamiltonova funkce reprezentuje celkovou energii systému vyjádřenou pomoćı zobecněných
souřadnic a jim př́ısluš́ıćıch zobecněných hybnost́ı.

Zaměřme se nyńı na nalezeńı pohybových rovnic ze znalosti Hamiltonovy funkce. Pro účely následuj́ıćıho odvozeńı
využijeme sumačńı konvenci, kdy přes každý index vyskytuj́ıćı se v daném členu právě dvakrát se automaticky
sč́ıtá. Hamiltonovu funkci pak můžeme zapsat ve tvaru

H(q, p, t) = pkq̇k − L ,

kde q ≡ {qk}nk=1 a p ≡ {pk}nk=1. Vyjádřeme nyńı diferenciál dH jako

dH = d(pkq̇k − L) = q̇kdpk + pkdq̇k − dL

= q̇kdpk + pkdq̇k −
∂L

∂qk
dqk −

∂L

∂q̇k
dq̇k −

∂L

∂t
dt

= −ṗkdqk + q̇kdpk −
∂L

∂t
dt ,

(8)

kde jsme při přechodu od druhého řádku ke třet́ımu dosadili z Lagrangeových rovnic. Dále vyjádř́ıme obecně
diferenciál Hamiltonovy funkce jako

dH(q, p, t) =
∂H

∂qk
dqk +

∂H

∂pk
dpk +

∂H

∂t
dt , (9)

Porovnáńım prvńıch dvou člen̊u (8) a (9) pak dostaneme tzv. Hamiltonovy kanonické rovnice

q̇k =
∂H

∂pk
, ṗk = −∂H

∂qk
,

které jednoznačně udávaj́ı časový vývoj studovaného (mechanického) systému.


