Legendreova transformace

Predstavme si situaci, ve které je veskerd informace o daném systému obsazena ve funkci

Y =Y(X).
My bychom ale z jistych diuvodu potfebovali, aby namisto proménné X byl systém popsdn pomoci
dY(X)
P= . 1
e (1)

Jako prvni by nds mohlo napadnout zkusit z predchozi rovnice vyjadiit X = X (P) a dosadit do puvodni funkce:
Y =Y (X(P)). Tento krok ovsem neni korektni, protoze pfi ném ztratime ¢ast informace. Demonstrujme si to na
nasledujicim piikladu. Uvazujme funkci Y (X) danou pfedpisem

V(X) = exp(X). @)
Na zékladé definice (1) pak muzeme psat
dY (X)
P =——7" =exp(X),
coz po dosazeni do vztahu (2) vede na
Y(P)=P. (3)

Co kdybychom se nyni chtéli vratit zpatky k puvodnimu vyjadireni funkce Y? Rovnost (3) lze za pouziti definice
(1) ptrepsat do tvaru

_dY(X)

Codx

Y(X)

Dostali jsme tak diferencidlni rovnici, jejiz feSenim je
Y(X) = exp(X — C),

coz neni puvodni funkce! (Jedna se o tvarové stejnou funkci, kterd je ovsem posunutd o libovolnou konstantu ve

smeéru osy X.) Ztratili jsme tedy ¢ast informace. Nastésti existuje zpusob, jak nahradit puvodni funkci Y = Y (X)
jinou funkei ¢» = ¢(P), kdy k této ztraté nedojde — Legendreova transformace.

Geometricky funguje Legendreova transformace takto: standardné kiivku Y = Y (X)) chdpeme jako mnozinu bodu
[X,Y(X)]. Alternativné vsak muzeme tuto kiivku vyjadrit i jako mnozinu tecen v kazdém jejim bodé (lze ukédzat,
ze tento dualismus je jednoznacny). Kazdou z prislusnych tecen lze pak rovnéz vyjadiit jako dvojici [P, ¢ (P)], kde
1 je prusecik teény s osou Y a P je jeji smérnice (v souladu s definici (1)), viz Obr. 1.
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Obrazek 1: Te¢na ke grafu kiivky Y (X)

Pro smérnici teCny muzeme psat

dY Y -9
P = —e —
dX X
odkud lze vyjadrit
Y=Y — PX. (4)

Taktovou funkci 9(P) budeme dile oznacovat jako Legendreuv obraz Y (X). SepiSme nyni postup, jak ziskat
1 = Y(P) ze znalosti Y = Y (x).



1. Na zacdtku mdme Y = Y (X).
2. 7 definice (1) vyjddiime P = P(X) a vztah invertujeme — X = X (P).
3. Dle rovnice (4) pak dostaneme ¢ (P) =Y (X (P)) — PX(P).

Vratme se nyni k naSemu puvodnimu pifkladu, kdy Y (X) = exp(X). Podle druhého kroku vyjadiime P = exp(X)
a nasledné invertujeme na X (P) = In(P). Na zdkladé kroku tiettho pak muzeme zapsat funkci ¢(P) ve tvaru

$(P) = P(1—In(P)).

V dalsi c¢asti textu ukdzemne, jak lze ze znalosti funkce t(P) zrekonstruovat puvodni funkci Y (X). Nejprve
poznamenejme, ze podle vztahu (1) muzeme vyjadrit

dY = PdX . (5)
Diferencovanim vztahu (4) pak dostaneme
dy =dY — PdX — XdP = —XdP,
kde ve druhém kroku jsme vyuzili rovnosti (5). Muzeme tedy psat

_ dy(P)
—x =02 (6)

Pro zpétné zrekonstruovéani funkce Y (X) vyjdeme opét z rovnice (4), kterou prepiseme do nasledujictho tvaru:
Y =¢+ PX. (7)
Sepisme nyni opét postup, jak provést inverzni Legendreovu transformaci.
1. Vyjdeme ze znalosti ¢ = ¢ (P).
2. Z rovnosti (6) vyjadiime X = X (P) a vztah invertujeme — P = P(X).
3. Dle rovnice (7) pak dostaneme Y (X) = ¢(P(X)) + P(X)X.
Vratme se naposledy k predchozimu pifkladu, kdy jsme vyjadiili ¢(P) = P(1—1In(P)). Na zdkladé druhého kroku

vyjadiime

_ dy(P) _ _
-X = 4P = —In(P) — P=expX).

Za pouziti tretiho kroku pak dostaneme
Y(X) =exp(X)(1 - X)+exp(X)X =exp(X),
coz je presné puvodni tvar funkce Y (X).

Sepisme nyni ziskané poznatky piehledné do nasledujici tabulky:

Legendreova transformace Inverzni Legendreova transformace
Y =Y(X) Y =y¢(P)

P(X) = S — X = X(P) ~X(P) = %) — P = P(X)
$(P) = Y(X(P)) - PX(P) Y(X) = 0(P(X)) + P(X)X

Tabulka 1: Legendreova transformace funkce jedné proménné.

Legendreovu transformaci 1ze pak snadno zobecnit pro funkce vice proménnych. Proces je prehledné sepsan v
nasledujici tabulce:



Legendreova transformace Inverzni Legendreova transformace

Y =Y(X1,...,X,) Y=19(Pi,...,Pp)

Pu(Xy,...,Xp) = % — X = Xi(Py,...,Py) —Xi(Pr,...,Pp) = % — P = Pu(X1,...,Xp)
z/J(Pl,...,Pn):Y—kilPka Y(Xl,...,Xn):"L/J—i-kilPka

Tabulka 2: Legendreova transformace funkce vice proménnych.

Poznamenejme, ze Legendreovu transformaci v pripadé funkce vice proménnych nemusime nutné pouzit na vSechny
X1,...,X,, ale na libovolnou podmnozinu z nich.

Ptesunme se nyni do problematiky analytické mechaniky, kde je veskerad informace o systému obsazena v Lagran-
geové funkci

L=L(q1,-- qn:q1s- -+ Gn,t) -
Z mnoha teoretickych i praktickych duvodu vSak preferujeme, aby byla funkce popisujici ndmi studovany systém
vyjadifena pomoci zobecnénych soufadnic a jim pfislusicich zobecnénych hybnosti

0L
Pk = 87% .

Za timto ucelem vyuzijeme Legendreovu transformaci. Z predchoziho vztahu mame

Pk =Pr(q1; - ns 1y - s t) -
Tento vztah déle invertujeme

Cjk = (jk’(q1a <oy qnyP1y - - - >pnat) .
Nakonec pak vyjadiime Legendreuv obraz L jako

n
_H(Q17 co s Qqn,P1y - 7pn7t) =L - Zkak7
k=1

kde funkci H nazyvdme Hamiltonova funkce (hamiltonidn). Duvod, pro¢ jsme na levé strané zvolili znaménko —
je ten, ze po pievedeni do tvaru

n
H(Qlu s qn,P1y - 7pn7t) - Zpqu - L
k=1

ihned vidime, ze Hamiltonova funkce reprezentuje celkovou energii systému vyjadienou pomoci zobecnénych
soufadnic a jim piislusicich zobecnénych hybnosti.

Zaméime se nyni na nalezeni pohybovych rovnic ze znalosti Hamiltonovy funkce. Pro ti¢ely nédsledujiciho odvozeni
vyuzijeme sumaéni konvenci, kdy pres kazdy index vyskytujici se v daném ¢lenu pravé dvakrat se automaticky
séitd. Hamiltonovu funkci pak muzeme zapsat ve tvaru

H(Q7p> t) = kak - L7
kde ¢ = {qx}}_, a p = {pr}}_,- Vyjadieme nyni diferencidl dH jako

dH = d(pkgr — L) = qrdpy + prdgr, — dL
oL oL

oL
= ¢rd dgr, — 7—dgy — —dgp — - dt
qkApk + PrAgk oar Gk B Uk~ o (8)

) ) oL
= —prdgr + qrdpr — Edt’

kde jsme pii pfechodu od druhého tadku ke tfetimu dosadili z Lagrangeovych rovnic. Déle vyjadiime obecné
diferencidl Hamiltonovy funkce jako

dH(q,p,t) = giqu + gidpk + aa—ljdt, 9)
Porovnénim prvnich dvou ¢lent (8) a (9) pak dostaneme tzv. Hamiltonovy kanonické rovnice
. oH . oOH
k. = (971% » Pk = _87% )

které jednozna¢né udavaji ¢asovy vyvoj studovaného (mechanického) systému.



