Specialni Teorie Relativity - Lagrangetiv a Hamiltontv popis

Zabyvejme se nalezenim Lagrangeovy funkce pro volnou éédstici o hmotnosti m v (1+1)D piipadé. Trajektorii
Céstice v prostorocase (svéto¢aru) zapiseme jako

viz Obr. 1.
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Obrézek 1: Svétocara castice

Podle Hamiltonova principu hleddme akci S [X*#(t)], kterd pro realizovanou svéto¢aru nabyva extrému. Aby byl
takovyto popis kompatibilni se specialni teorii relativity, je potieba, aby akce byla invariantni vac¢i Lorentzové
transformaci. Ukazeme, zZe vhodnym parametrem charakterizujicim kazdou svétocaru je cas, ktery ubéhne na ho-
dindch pohybujicich se spolu s uvazovanou ¢astici (vlastni cas). Za timto ucelem rozlozime X*(¢) na infinitezimalni
useky
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Vlastni ¢as dr pro kazdy takovy usek lze vyjadiit jako
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Celkovy vlastni ¢as mezi body A a B pak ziskdme nésledovné:
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Predpoklddejme nyni, ze hledana akce je pfimo umérnd A7, tedy
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7 predchozicho vztahu snadno vyjadiime Lagrangeovu funkci jako
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Abychom urcili konstantu «, uréime nejprve hybnost ¢astice
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a nasledné spocitame celkovou energii



V limité malych rychlosti
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Dosazenim do vztahu (2) pak dostdvame
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kde jsme zanedbali ¢len fadu 2. Aby tato aproximace byla v souladu s Newtonovskou mechanikou, zvolime
o= —mc.

Pro celkovou energii pak muzeme psat
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coz je (az na konstantu) klasické vyjadreni kinetické energie. Korektni vyjadieni Lagrangeovy funkce pro volnou

castici z pohledu STR je tedy
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Vztahy pro hybnost (1) a celkovou energii (2) 1ze pak pfepsat do tvaru
p=vmv, FE=~ymc. (3)

V piipadé, kdy ma ¢astice (v dané inercidlni vztazné soustavé) nulovou rychlost, 1ze jeji celkovou energii vyjadrit
jako

Ey = me?.
Jedna se o zcela klicovy vztah predstavujici ekvivalenci mezi hmotnosti a tzv. klidovou energii, ktery poprvé pu-
blikoval Albert Einstein v roce 1905.

Zabyvejme se dale nalezenim Hamiltonovy funkce, tedy celkové energie ¢astice vyjadiené pomoci hybnosti. Za
pouziti vztahu (3) muzeme zapsat “Ctyfvektor” hybnosti (stale pro (1+1)D) jako
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Soucasné vSak musi platit
P, P = m*U,UF = —m?c*.

Kombinaci pfedchozich dvou rovnosti dostdvame
2c2 + m2ct
kde H = E(p). Ze znalosti Hamiltonovy funkce muzeme déle vyjadrit
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V piipadé ¢astice s nulovou hmotnosti (m = 0; napt. foton) plati v = ¢. Déle spocitdme limitu
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Odtud vidime, ze rychlost kazdé ¢éastice je shora omezena rychlosti svétla.



Uvazujme nyni, ze se ¢astice nachazi v potencidlnim poli V' (z). V takovém piipadé lze Lagrangeovu funkci vyjadrit

jako
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¢emuz odpovidd Hamiltonova funkce ve tvaru
p2cz + m2ct +V(z).

Oba piistupy pak vedou na pohybovou rovnici typu
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