
Speciálńı Teorie Relativity - Lagrange̊uv a Hamilton̊uv popis

Zabývejme se nalezeńım Lagrangeovy funkce pro volnou částici o hmotnosti m v (1+1)D př́ıpadě. Trajektorii
částice v prostoročase (světočáru) zaṕı̌seme jako

Xµ(t) =

 ct

x(t)

 ,

viz Obr. 1.

Obrázek 1: Světočára částice

Podle Hamiltonova principu hledáme akci S [Xµ(t)], která pro realizovanou světočáru nabývá extrému. Aby byl
takovýto popis kompatibilńı se speciálńı teoríı relativity, je potřeba, aby akce byla invariantńı v̊uči Lorentzově
transformaci. Ukážeme, že vhodným parametrem charakterizuj́ıćım každou světočáru je čas, který uběhne na ho-
dinách pohybuj́ıćıch se spolu s uvažovanou částićı (vlastńı čas). Za t́ımto účelem rozlož́ıme Xµ(t) na infinitezimálńı
úseky

dXµ(t) =

cdt

dx

 =

cdt

v dt

 .

Vlastńı čas dτ pro každý takový úsek lze vyjádřit jako

dτ =

√
− 1

c2
ηµνdXµdXν =

√
−ds2

c2
=

√
1− v2

c2
dt .

Celkový vlastńı čas mezi body A a B pak źıskáme následovně:

∆τ =

ˆ

Xµ(t)

dτ =

tBˆ

tA

√
1− v2

c2
dt .

Předpokládejme nyńı, že hledaná akce je př́ımo úměrná ∆τ , tedy

S = α∆τ =

tBˆ

tA

α

√
1− v2

c2
dt .

Z předchoźıcho vztahu snadno vyjádř́ıme Lagrangeovu funkci jako

L(v) = α

√
1− v2

c2
.

Abychom určili konstantu α, urč́ıme nejprve hybnost částice

p =
∂L

∂v
= −αγ

v

c2
, (1)

a následně spoč́ıtáme celkovou energii

E = pv − L = −αγ
v2

c2
− α

√
1− v2

c2
. (2)



V limitě malých rychlost́ı

ε ≡ v2

c2
≪ 1

můžeme aproximovat

γ =
1√

1− v2

c2

≈ 1 +
v2

2c2
,

√
1− v2

c2
≈ 1− v2

2c2
.

Dosazeńım do vztahu (2) pak dostáváme

E ≈ −α− α
v2

2c2
,

kde jsme zanedbali člen řádu ε2. Aby tato aproximace byla v souladu s Newtonovskou mechanikou, zvoĺıme

α = −mc2 .

Pro celkovou energii pak můžeme psát

E = mc2 +
1

2
mv2 ,

což je (až na konstantu) klasické vyjádřeńı kinetické energie. Korektńı vyjádřeńı Lagrangeovy funkce pro volnou
částici z pohledu STR je tedy

L(v) = −mc2
√

1− v2

c2
.

Vztahy pro hybnost (1) a celkovou energii (2) lze pak přepsat do tvaru

p = γmv , E = γmc2 . (3)

V př́ıpadě, kdy má částice (v dané inerciálńı vztažné soustavě) nulovou rychlost, lze jej́ı celkovou energii vyjádřit
jako

E0 = mc2 .

Jedná se o zcela kĺıčový vztah představuj́ıćı ekvivalenci mezi hmotnost́ı a tzv. klidovou energíı, který poprvé pu-
blikoval Albert Einstein v roce 1905.

Zabývejme se dále nalezeńım Hamiltonovy funkce, tedy celkové energie částice vyjádřené pomoćı hybnosti. Za
použit́ı vztah̊u (3) můžeme zapsat “čtyřvektor” hybnosti (stále pro (1+1)D) jako

Pµ = mUµ

γmc

γmv

 =

E/c

p

 .

Dále urč́ıme

PµP
µ = −E2

c2
+ p2 .

Současně však muśı platit
PµP

µ = m2UµU
µ = −m2c2 .

Kombinaćı předchoźıch dvou rovnost́ı dostáváme

H =
√
p2c2 +m2c4 ,

kde H ≡ E(p). Ze znalosti Hamiltonovy funkce můžeme dále vyjádřit

v(p) =
∂H

∂p
=

pc2√
p2c2 +m2c4

.

V př́ıpadě částice s nulovou hmotnost́ı (m = 0; např. foton) plat́ı v = c. Dále spoč́ıtáme limitu

lim
p→∞

v(p) = lim
p→∞

pc2√
p2c2 +m2c4

= c .

Odtud vid́ıme, že rychlost každé částice je shora omezena rychlost́ı světla.



Uvažujme nyńı, že se částice nacháźı v potenciálńım poli V (x). V takovém př́ıpadě lze Lagrangeovu funkci vyjádřit
jako

L(x, v) = −mc2
√

1− v2

c2
− V (x) ,

čemuž odpov́ıdá Hamiltonova funkce ve tvaru

H(x, p) =
√
p2c2 +m2c4 + V (x) .

Oba př́ıstupy pak vedou na pohybovou rovnici typu

dp

dt
= f ,

kde

f = −dV

dx

koresponduje s vyjádřeńım čtyřvektoru śıly

Fµ =

γ fv
c

γf

 .


